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любой векторной переменной Y(r, t), где r = (x, y, z) — радиус-вектор, 
а t — время, в этой группе методов ищутся в виде 
ࢅ = Re ൣ ࢅ෡e௜࢑(࢘ି௖௧)൧.         (1) 
Здесь i — мнимая единица, k = (kх, ky, kz) — волновой вектор, c = сr + ici — 
комплексная фазовая скорость, ࢅ෡(࢘, ݐ) — комплексная амплитуда, мед-
ленно меняющаяся в пространстве и времени: 
ቚଵࢅ෡
డࢅ෡
డ௫ቚ ≪ ݇௫,   ቚ
ଵ
ࢅ෡
డࢅ෡
డ௫ቚ ≪ ݇௬,   ቚ
ଵ
ࢅ෡
డࢅ෡
డ௭ቚ ≪ ݇௭,   ቚ
ଵ
ࢅ෡
డࢅ෡
డ௧ቚ ≪ |ܿ࢑|.  (2) 
При этом предполагается, что наиболее неустойчивая волна (т. е. волна с 
максимальным положительным Im c i |k|) определяет структуру развиваю-щихся бароклинных возмущений. В приложениях метода нормальных мод 
уравнения, как правило, линеаризуются, что исключает исследование не-
линейных процессов. 
При использовании второй группы задача Коши решается при задан-
ных начальных условиях для нелинейных уравнений термогидромехани-
ки. Это позволяет анализировать не только линейные, но и нелинейные 
процессы бароклинной неустойчивости. 
В нашей статье дан обзор основных результатов, полученных разными 
авторами к настоящему времени и касающихся обоих методов анализа 
бароклинной неустойчивости. 
1. Линейная модель развития бароклинных возмущений 
Теоретические модели развития бароклинных волн в атмосфере были 
впервые предложены в 1947 году Дж. Г. Чарни [3] и в 1949 году  
Ю. Т. Иди [4]. В обоих случаях рассматривались квазигеострофические 
возмущения (т. е. движения, в которых горизонтальный градиент давления 
уравновешивается силой Кориолиса [1, 2] и изменением скорости ветра) с 
зональным волновым числом ky = 0. При этом также считалось, что ско-
рость ветра ݑത, на фоне которой развиваются бароклинные волны, зависит 
от давления  p (выбранного в качестве вертикальной координаты) линей-
но, с коэффициентом Λ. Существенное различие между моделями [3] и [4] 
состоит в том, что в первой работе движения рассматриваются на 
β-плоскости (т. е. в случае, когда параметр Кориолиса f = 2Ω sin φ, где 
Ω — угловая скорость вращения Земли, φ — географическая широта, 
представляется в линейном виде f  = f0 + βy c постоянными f0 и β; y = aφ — меридиональная координата, а — радиус Земли), тогда как во второй — на 
f-плоскости ( f ≡ f0). В модели [4] для слоя атмосферы между изобарическими уровнями p0 
(поверхность) и ݌ଵ ≪ ݌଴ (тропопауза) уравнение для амплитуды Ψ синоп-тических возмущений функции тока имеет вид 
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݅݇௫ሾݑത(݌) − ܿሿ ቀ−݇௫ଶΨ + ݊ଶ ௗ
మஏ
ௗ௣మ ቁ = 0   (3) 
c граничными условиями 
݅݇௫ൣݑത(݌௝) − ܿ൧ ௗஏௗ௣ + ݅݇௫ΛΨ = 0   при  j = 0, 1.      (4) 
Здесь n2 = p2 / LR2, радиус деформации Россби LR = ( g H0 )½ / f0 ~ 103 км, 
g — ускорение свободного падения, H0 — высота однородной атмосферы 
(экспоненциальный масштаб уменьшения плотности воздуха с высотой) 
и для простоты считается, что n2 = const. Из условия сохранения энергии 
следует, что если есть решение с фазовой скоростью распространения 
волн c1, то должно быть решение с фазовой скоростью c2 = сଵ∗ . Поэтому 
для доказательства наличия бароклинной неусточивости достаточно пока-
зать, что есть решения с чисто комплексными c. После деления уравнения 
(3) на (ݑത(݌) − ܿ) получается уравнение, в котором множитель в круглых 
скобках из (3) приравнивается к нулю. Бароклинная неустойчивость воз-
никает при условии α < αc ≈ 2,4, где α = (kх / n )( p0 – p1 ). Скорость роста 
этих возмущений kх Im ci максимальна (что соответствует наиболее неус-
тойчивой моде) при α ≈ 1,75. Такая модель в целом воспроизводит основ-
ные особенности бароклинных возмущений в земной атмосфере.  
Для простейших оценок в выражении для n можно заменить p на 
½ ( p0 + p1 ), а затем положить p1 = p0 / 3 (это упрощает выкладки, хотя и 
несколько противоречит исходному предположению ݌ଵ ≪ ݌଴). В таком слу-чае длина волны, соответствующая максимально неустойчивой моде, ока-
зывается равной 3,6LR (несколько тысяч километров), скорость её роста  
(݇௫Im ܿ௜)୫ୟ୶ ≈ 0,31 (ݑଵതതത − ݑଶതതത)/ܮோ   (5) 
(эта величина получила название показателя Иди), где ݑଵതതത = ݑത(݌ଵ), 
ݑଶതതത = ݑത(݌ଶ). Последнее при u1 – u0 ~ 10 м/с приводит к характерному времени развития возмущений [(kх Im ci)max]–1 ~ 4 сут. Эти оценки дают правильные по порядку значения для характерного горизонтального 
размера бароклинных волн в атмосфере и характерного временного 
интервала смены погоды. 
Обобщение модели Иди [4] на более общий класс негеострофических 
движений проведено в статье [5]. 
2. Роль нелинейного взаимодействия 
между отдельными бароклинными волнами 
при циклогенезе 
Пренебрежение корнями разности ݑത(݌) − ܿ в уравнении (3) приводит 
к исчезновению у этого уравнения непрерывного спектра. При этом в его 
решениях остаётся только дискретный спектр счётной мощности [6]. Не-
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смотря на то что о существовании этого спектра было известно ещё с на-
чала ХХ века [7, 8], долгое время решениям из непрерывного спектра не 
придавалось значения, так как они растут пропорционально степенной 
функции от времени [9], т. е. значительно медленнее, чем экспоненциаль-
но растущие неустойчивые дискретные моды (см. раздел 1). 
Для динамической системы с вектором состояния ࢅ ∈ ۶௒ и эволюци-онным оператором A 
ௗࢅ(௧)
ௗ௧ = ࡭(ݐ)ࢅ(ݐ),   ࢅ ∈ ۶௒,       (6) 
справедлива спектральная теорема, согласно которой, если оператор A(t) 
является нормальным (т. е. линейным, ограниченным в гильбертовом про-
странстве, а также перестановочным со своим сопряжённым), то он имеет 
дискретный счётный спектр ૃ = ሼλଵ, λଶ, … ሽ (при конечно-разностной аппроксимации этого оператора спектр всегда имеет конечную мощность), 
а в пространстве НY можно построить ортонормированный базис 
઴ = ሼΦଵ, Φଶ, … ሽ из собственных векторов этого оператора [10]. Из определения собственных векторов оператора 
࡭(ݐ) ઴௝(ݐ) =  λ௝઴௝(ݐ),  j = 1, 2, …,   (7) 
c учётом (6) следует, что для всех j справедливо ઴௝(ݐ) = ઴௝(0)e஛ೕ௧, т. е. 
собственные векторы дифференциального линейного оператора являются 
его нормальными модами. 
Однако гидротермодинамический оператор (уравнения Навье — Сто-
кса + термодинамическое уравнение + уравнение неразрывности) в трёх-
мерном евклидовом пространстве в общем случае не является нормаль-
ным. Строго говоря, он даже не является линейным. Как следствие, полно-
го базиса из его собственных векторов построить невозможно. Собствен-
ные векторы его дискретного спектра могут быть подвергнуты процедуре 
ортогонализации, но полученный при этом набор векторов не будет полон 
в пространстве решений гидротермодинамического оператора. Система 
собственных векторов этого оператора может быть сделана полной в НY добавлением собственных векторов из непрерывного спектра [6], однако 
мощность такого набора уже несчётна, и векторы из этого набора не могут 
быть сделаны взаимно ортогональными. Физически это выражается в том, 
что при нарастании бароклинных возмущений в земной атмосфере возни-
кает взаимодействие между отдельными модами решения, влияющее на 
развитие этих возмущений. 
Пионерские работы, в которых рассматривалось такое взаимодейст-
вие, были выполнены Дж. Фэррелом [11, 12]. В частности, в статье [11] 
было продемонстрировано, что межмодовое взаимодействие для класси-
ческой задачи Иди (раздел 1) способно приводить к тому, что скорость 
нарастания со временем для мод, формально не являющихся наиболее 
неустойчивыми, может превышать скорость роста наиболее неустойчивой 
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1/10 интенсивности преобразования PE в KЕ затем переходит в кинетиче-
скую энергию основного потока KM. Большая часть кинетической энергии основного потока затрачивается на диссипацию, но некоторая часть этой 
энергии переходит в потенциальную энергию основного потока РМ. 
Общая теория взаимодействия волн с зональным потоком изложена в 
статье [21], где в квазигеострофическом приближении на f-плоскости по-
лучены уравнения, связывающие зонально осреднённые значения атмо-
сферных переменных (обозначенных ниже чертой сверху) с характеристи-
ками вихревого воздействия (обозначенных штрихами): 
డ௨ഥ
డ௧ − ଴݂ݒҧ = −
డ(௨ᇱ௩ᇱതതതതതത)
డ௬ + തܺ,     (9) 
డ ത்
డ௧ +
ேమுబ
ோ ݓഥ = −
డ(௩ᇱ்ᇱതതതതതത)
డ௬ + ܬҧ,    (10) 
где u, v и w — зональная, меридиональная и вертикальная компоненты 
скорости, Т — температура, N — частота Брента — Вяйсяля, вычисляемая 
по полям давления и температуры и служащая одной из характеристик 
устойчивости атмосферы [1, 2] (в [21] для простоты предположено, что 
N = const), X — интенсивность трения о поверхность, J — сумма всех не-
адиабатических источников изменения температуры. В связи с формулами 
(9) и (10) в работе [21] введено понятие остаточной среднезональной цир-
куляции 
ݒҧ ∗ = ݒҧ − ோ஡బுబ
డ
డ௭ ቀ
஡బ
ேమ ݒ′ܶ′തതതതതቁ,      (11) 
ݓഥ ∗ = ݓഥ − ோுబ
డ
డ௬ ቀ
ଵ
ேమ ݒ′ܶ′തതതതതቁ.     (12) 
Здесь ρ0 — плотность атмосферы в основном состоянии, подчиняющаяся гидростатическому закону (экспоненциальному уменьшению с ростом 
высоты с вертикальным масштабом Н0). Подставляя (11), (12) в (9), (10), можно получить элегантные уравнения для изменения характеристик ос-
новного (фонового) течения атмосферы: 
డ௨ഥ
డ௧ − ଴݂ݒҧ ∗ =
ଵ
஡బ સ ∙ ࡼ + തܺ,        (13) 
డ ത்
డ௧ +
ேమுబ
ோ ݓഥ ∗ = ܬҧ,    (14) 
డ௩ത∗
డ௬ +
ଵ
஡బ
డ
డ௭ (ρ଴ݓഥ ∗) = 0.        (15) 
В этих уравнениях вихревое воздействие на основное течение описывает-
ся так называемым потоком Элиассена — Пальма P = (Py, Pz): 
௬ܲ = −ρ଴ ݑ′ݒ′തതതതത,   ௭ܲ = ρ଴ ଴݂ܮோ ݒ′ܶ′തതതതത.           (16) 
По приведённым в книге [2] данным, величина સ ∙ ࡼ максимальна в сред-
них широтах. 
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4. Модель формирования  
блокирующих образований в атмосфере 
как следствия мультистабильности 
погодных режимов в атмосфере 
Нелинейные взаимодействия бароклинных волн со средним потоком 
способны приводить к множественным положениям равновесия атмосфе-
ры. Такие примеры приведены в статье [15], где построена модель форми-
рования блокирующего антициклона в результате быстрого перехода ат-
мосферы из одного равновесного состояния в другое. 
Эта модель является частным случаем модели взаимодействия баро-
тропной волны, вызванной возмущением циркуляции из-за топографии, 
и среднего потока. Блокирующие антициклоны развиваются вследствие 
бароклинной неустойчивости зонального потока, однако становятся баро-
тропными по мере своего развития. Как следствие, для анализа данной 
задачи можно использовать линеаризованное баротропное геострофиче-
ское уравнение возмущения завихренности  ζ′, которое для такой топогра-
фической волны имеет вид [2] 
ቀ డడ௧ + ݑത
డ
డ௫ቁ ζ′ + βݒ′ + ݎζ′ = −
௙బ
ுబ ݑത
డ௛೅
௫ ,   (17) 
где ݒ′ — возмущение меридиональной скорости, соответствующее возму-
щению завихренности, r — коэффициент линейной диссипации, hT — вы-сота топографии. Зональная компонента скорости ветра среднего потока 
подчиняется уравнению 
డ௨ഥ
డ௧ = −ܦ(ݑത) − κ(ݑത − ௘ܷ),        (18) 
где вихревое воздействие описывается первым слагаемым, а радиационная 
релаксация под влиянием «радиационно-равновесного» ветра Ue — вто-рым. Для баротропных возмущений, вызванных топографией, можно по-
лучить 
ܦ(ݑത) = −ݒ′ζ′തതതതത − ௙బுబ ݒ′ℎ்തതതതതത.        (19) 
Если топография имеет вид линейного гребня с синусоидальной формой 
отдельных гор одинаковой высоты h0, ширины 2π / l, c расстоянием между ними 2π / k: 
ℎ்(ݔ, ݕ) = Re ሾℎ଴e௜௞௫ሿ cos(݈ݕ),               (20) то 
ܦ(ݑത) = − ௙బுబ ݒ′ℎ்തതതതതത = ቀ
௥௄మ௙బమ
ଶ௨ഥுబమ
ቁ ௛బమ ୡ୭ୱ(௟௬)ቂ൫௄మି௄ೞమ൯మାகమቃ.         (21) 
Здесь ε = ݎܭଶ(݇ݑത)ିଵ, K2 = k2 + l2, ܭ௦ଶ = β/ݑത. Решение системы (18), (21) имеет три положения равновесия, одно из которых неустойчиво (и не име-
ет физического смысла), а два устойчивы. Одно из устойчивых положений 
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равновесия соответствует обычному западному переносу в тропосфере 
средних широт, а второе (с малым значением ݑത) — блокированному потоку. 
Анализ блокирующих антициклонов в терминах «скрытых долгожи-
вущих состояний» (в ряде случаев соответствующих отдельным состояни-
ям равновесия динамической системы) был проведён в исследовании [22]. 
При этом выяснилось, что пространственная структура и временная дина-
мика одного из таких «скрытых долгоживущих состояний» хорошо соот-
ветствует блокированию в атмосфере. 
5. Режимы циркуляции 
Результаты, полученные в работе [15], были эвристически обобщены 
Т. Н. Палмером в виде представлений о режимах циркуляции [23]. Со-
гласно ему, вероятность ряда состояний атмосферы заметно превышает 
вероятность других её состояний [23]. При этом время пребывания атмо-
сферы в состояниях первого типа также заметно превышает время её пре-
бывания в состояниях второго типа. Первые состояния названы режимами 
циркуляции, а вторые интерпретируются как переходные между режима-
ми циркуляции. Режимы циркуляции связываются с движениями на (воз-
можно, несвязном) аттракторе. В свою очередь, любое изменение погод-
ной статистики (в том числе климатические изменения) могут быть интер-
претированы как изменение вероятности нахождения системы в режимах 
циркуляции, т. е. как изменение структуры погодного аттрактора. 
Для системы (6) решение можно записать через пропагатор े :  
ࢅ(ݐ)  =  দ(ݐ)ࢅ(0).    (22) 
Если на систему дополнительно действует внешнее (неавтономное) воз-
действие f(t) 
ௗࢅ(௧)
ௗ௧ = ࡭(ݐ)ࢅ(ݐ) + ࢌ(ݐ),    (23) то (22) превращается в 
ࢅ(ݐ)  =  দ(ݐ)ࢅ(0) + ׬ দ(ݐ)ࢌ(ݐ) ݀ݐ௧଴ .          (24) 
Если  f  не зависит от времени, то (24) можно записать в виде 
ࢅ(ݐ)  =  দ(ݐ)ࢅ(0) + ী(ݐ)ࢌ,      (25) 
где 
ী(ݐ) =  ׬ দ(ݐ) ݀ݐ௧଴ .    (26) 
Для линеаризованной системы (23) пропагатор (в этом случае он называ-
ется тангенциальным пропагатором)  
দ = e௧ࡲ  (ࡲ = ݀࡭/݀ݐ)    (27) 
не зависит от времени и имеет вид квадратной матрицы. Если дополни-
тельно к этому f также не зависит от времени (т. е. справедливо (25)), то 
сингулярное разложение имеет вид 
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ী = ࢁࢳࢂ∗,          (28) 
где U и V — матрицы, состоящие из так называемых левых и правых син-
гулярных векторов υj и νj соответственно, j = 1, 2, …, M, Σ = diag(σ1, σ2, …, 
σN), M — размерность F. Без ограничения общности можно считать, что  
σଵ ≥ σଶ ≥  … ≥ σெ.    (29) 
Согласно определению правых и левых сингулярных векторов, при всех 
j = 1, 2, …, M справедливо 
(ী∗ী)࣏௝ = σ௝ଶ࣏௝,     (30) 
(ীী∗)ࣇ௝ = σ௝ଶࣇ௝.    (31) 
Так как F в общем случае не является нормальной (раздел 2), то в об-
щем случае υj ≠ νj. Однако поскольку оператор ীী∗ = ী∗ী, очевидно, являет-ся нормальным, то каждый из наборов {υj} и {νj} (j = 1, 2, …, M) может 
быть выбран в качестве ортонормального базиса в пространстве реше-
ний (23). Тогда каждый вектор любого из этих наборов соответствует оп-
ределённому режиму циркуляции. Более того, можно показать, что левые 
сингулярные векторы служат приближениями для ляпуновских векторов 
системы (23). В таком случае можно ожидать, что наиболее быстрый ля-
пуновский масштаб времени соответствует времени перехода между ре-
жимами циркуляции. Так как временной масштаб последнего перехода 
равен нескольким суткам, то такое соответствие может быть справедливо 
только в моделях, в которых более быстрые процессы (например, мезо-
масштабные синоптические) отфильтрованы. Примером таких фильтро-
ванных уравнений являются квазигеострофические. 
Согласно флуктуационно-диссипативной теореме [24], отклик систе-
мы на внешнее воздействие определяется автокорреляционной матрицей 
невозмущённой системы (6). Это согласуется с приведёнными выше соот-
ношениями в случае, когда элементы автокорреляционной матрицы с наи-
большими лагами соответствуют максимальным σj. В работе [23] также показано, что аномалия с пространственной струк-
турой Y0 наиболее эффективно возбуждается воздействием вида 
ࢌ଴ = ࢂࢳ(ࢁ∗ࢅ଴).    (32) 
Так как структура f0 при этом определяется в основном структурой сингу-лярных векторов с наибольшими σj, то отклик Y0, в свою очередь, оказы-вается не очень чувствителен к географической структуре f0. Последнее частично объясняет успех линейных моделей для анализа бароклинной 
неустойчивости. 
Указанный подход в статье [25] был использован при анализе режимов 
циркуляции для данных геопотенциала на изобарическом уровне 500 мбар 
реанализа NCEP/NCAR (http://www.esrl.noaa.gov/psd/data/gridded/ data.ncep. 
reanalysis.html) за 1949—1994 годы. Фильтрация быстрых возмущений 
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циркуляции была осуществлена разложением поля геопотенциала по эм-
пирическим ортогональным функциям с представлением состояния в виде 
двух основных векторов этого разложения. При этом ФРВ синоптических 
аномалий оказалась мультимодальной с 4 максимумами, причём в разные 
временные интервалы относительная роль этих максимумов (мод) оказа-
лась различной. Работа [25] была подвергнута критике с точки зрения ста-
тистической значимости полученных максимумов ФРВ [26, 27]. Тем не 
менее такой подход может оказаться полезным при анализе климатиче-
ских изменений. 
Выводы 
Методы теоретического анализа бароклинной неустойчивости — ос-
новного механизма развития погодных возмущений в земной атмосфере 
[1, 2] — можно разделить на две группы. К первой относится линейный 
метод анализа нормальных мод, в котором решения уравнений термогид-
ромеханики ищутся в виде линейных бегущих волн без учёта взаимодей-
ствия между ними и при этом предполагается, что наиболее неустойчивая 
волна определяет структуру развивающихся бароклинных возмущений. 
Вторая группа методов получила название немодального анализа и пред-
ставляет собой решение задачи Коши при заданных начальных условиях 
для нелинейных уравнений термогидромеханики. Это позволяет анализи-
ровать не только линейные, но и нелинейные процессы. 
Классическими примерами приложения метода нормальных мод яв-
ляются работы [3, 4]. При ряде дополнительных предположений в этих 
работах развиты теоретические модели бароклинных возмущений, кото-
рые в целом адекватно описывают физические особенности циклогенеза в 
земной атмосфере. 
Однако тот факт, что гидродинамический оператор не является нор-
мальным, указывает на важность межмодового взаимодействия при разви-
тии бароклинной неустойчивости. В исследовании [11] было продемонст-
рировано, что межмодовое взаимодействие для классической задачи Иди 
[4] способно приводить к тому, что скорость нарастания со временем для 
мод, формально не являющихся наиболее неустойчивыми, может превы-
шать скорость роста наиболее неустойчивой моды. Нелинейное взаимо-
действие между отдельными бароклинными волнами способно приводить 
к нарастанию даже волн, формально не являющихся неустойчивыми [12]. 
По данным реанализа получается, что взаимодействие между бароклин-
ными модами наиболее значимо в регионах частого формирования атмо-
сферных погодных возмущений — над западными частями океанов сред-
них широт и ниже по потоку в атмосфере [13, 14]. 
Существенно нелинейным является взаимодействие бароклинных 
волн с основным (фоновым) потоком в атмосфере. Источником энергии 
бароклинных волн служит потенциальная энергия основного потока, ко-
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торая переходит в потенциальную и кинетическую энергию бароклинных 
вихрей [1, 2, 17—19]. Вихревая кинетическая энергия в основном затрачи-
вается на диссипацию вихрей, но часть её затем переходит в кинетиче-
скую и потенциальную энергию основного потока.  
Нелинейное взаимодействие бароклинных волн с основным потоком 
может приводить к множественным положениям равновесия атмосферы. 
Например, в работе [15] построена модель формирования блокирующего 
антициклона благодаря быстрому переходу атмосферы из одного равно-
весного состояния в другое. 
Результаты исследования [15] могут быть обобщены на понятие ре-
жимов циркуляции [23]. Такими режимами называются состояния атмо-
сферы, вероятность реализации которых (и время пребывания в которых) 
заметно превышает вероятность реализации других состояний. Состояния 
второго типа интерпретируются как переходные между режимами цирку-
ляции. Режимы циркуляции связываются с движениями на аттракторе. 
В свою очередь, любое изменение погодной статистики (в том числе кли-
матические изменения) могут быть интерпретированы как взаимное изме-
нение вероятности режимов циркуляции, т. е. как изменение структуры 
погодного аттрактора. 
Автор выражает искреннюю благодарность М. В. Курганскому за по-
лезные обсуждения при подготовке рукописи. 
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